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У даній роботі запропонована методика визначення граничного тиску комбінованих балонів 
циліндрової форми. Балон включає внутрішню стеклопластикову оболонку, що несе, і зовнішню захисну 
металеву обшивку. Зазор між стеклопластиковою оболонкою і обшивкою заповнюється м'яким 
матеріалом. Це дозволяє регулювати контактний тиск, який передається від стеклопласикової 
оболонки на обшивку. Наголошується, що при порівнянні стеклопластикових і комбінованих балонів, 
останні мають ряд переваг. Вони менш деформативні, надійніші в експлуатації і виграють в плані 
теплоізоляційних властивостей. 
 
In this work the technique of definition of limiting pressure of the combined cylinders of the cylindrical 
form is offered. The cylinder includes an internal carring glass-fibre plastic a cover and an external protective 
metal covering. The backlash between a glass-fibre plastic a cover and a covering is filled with a soft material. It 
allows to regulate contact pressure which is transferred from glass-fibre plastic covers to a covering. It is 
noticed, that at comparison glass-fibre plastic and the combined cylinders, the last have some of advantages. 
They are less deformable, more reliable in using and win in the plan of thermal isolation properties. 
 
 
Решение вопросов надежности и технологичности изготовления сосудов высокого 
давления для химического машиностроения, снижение их удельной массы и габаритов, 
по-прежнему, остается актуальной задачей. Один из подходов к решению этой задачи – 
применение комбинированных баллонов. Сочетание относительно жесткой метал-
лической обшивки и несущей внутренней оболочки, изготовленной методом намотки, 
позволяет снизить удельную массу таких конструкций по сравнению с их стальными 
аналогами. Несущие элементы сосудов высокого давления, выполненные из компо-
зиционных материалов, относят к классу многослойных конструкций. 
Контактные задачи механики многослойных пластинок и оболочек изучались в 
работах [ ]51− , где на основе дискретного подхода построены функционалы и полу-
чены системы уравнений для решения таких задач при условии неидеального 
контакта слоев. Метод решения нелинейной задачи контакта двух оболочек разной 
формы и эквидистантными слоями предложен в [ ]6 . Подробный анализ  последних 
результатов и направлений развития дискретно-структурной теории слоистых 
пластин и оболочек можно найти в обзоре [ ]7 . 
Известно, что разрушение стеклопластиковых оболочек из-за слабого сопротив-
ления поперечному отрыву и межслойному сдвигу происходит, как правило, задолго до 
достижения напряжениями предельных значений. При действии нагрузки, ввиду 
особенностей технологического характера и физико-механических свойств армии-
рованных пластиков, на границах контакта сопряженных слоев происходит обра-
зование тонких неоднородных межфазных прослоек, различного рода несовершенств, 
например, участков отслоения или непроклея. В этом случае предположение о 
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непрерывности перемещений и напряжений при переходе через границу контакта 
может оказаться существенно нарушенным.  
В данной работе моделирование участков ослабленного контакта на межфазных 
границах проводится на основе дискретно-структурной теории тонких пластин и 
оболочек. Решение контактной задачи сопряжения жестких анизотропных слоев 
представлено двумя расчетными моделями.  
Согласно первой модели [ ]8  контакт жестких слоев осуществляется при помощи 
клеевой прослойки ненулевой толщины. При этом допускается, что на некотором 
локальном участке оболочки клеевая прослойка отсутствует, поэтому в этой области 
учитывается односторонний контакт между жесткими слоями [ ]6 . 
Для второй модели характерно выполнение статических условий контакта по 
поверхности сопряжения отдельных слоев. Считается, что напряжения поперечного 
сдвига и обжатия на границе контакта равны между собой. При этом допускается 
упругое проскальзывание по поверхности контакта смежных слоев.  
Оценка достоверности результатов, полученных по первым двум моделям, 
осуществлялась с привлечением непрерывно-структурной модели теории пластин и 
оболочек (третья модель). Третья модель хорошо известна и часто используется при 
расчете анизотропных тонкостенных элементов, когда кусочно-неоднородная по 
толщине слоистая пластина или оболочка рассматриваются как квазиоднородные с 
приведенными упругими характеристиками. При этом считается, что выполняется 
допущение об идеальном жестком контакте смежных слоев.  
1. В соответствии с дискретно-структурной теорией математическая модель рас-
сматриваемой здесь многослойной оболочки состоит из n тонких анизотропных  слоев 
(рис.1). Каждый слой недеформированной оболочки отнесен к ортогональной кри-
волинейной системе координат iα  ( i =1,2), )(kz . Координата  )(kz направлена по об-
щей нормали )(kmr  к средин-
ной поверхности )(kS  и экви-
дистантной поверхности )(kzS ; 
−k номер слоя. Индекс “z” 
при введении других символов 
означает, что соответст-
вующие величины относятся к 
точке )z,,( )k(21 αα  эквидистан-
тной поверхности )(kzS .  
Вектор полного переме-
щения )(kzu
r  точки  жесткого 
слоя согласно уточненной теории оболочек С.П.Тимошенко можно представить в виде 



























Рис. 1. Структура и обозначение слоев по толщине 
тонкостенного элемента конструкции
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где −)(kur  вектор перемещения точек срединной поверхности ;)(kS  −γ )(kr  вектор- 
функция углов поворота и обжатия волокон, перпендикулярных недеформированной 
срединной поверхности )(kS ; ( )−ϕ zk )( нелинейная непрерывная функция 
распределения тангенциальных перемещений по толщине слоя, анализ и 
аппроксимация которой приведены в [ ]8 ; −ααψ ),( )(2)(1)( kkkr вектор функций сдвига. 
Ковариантные компоненты векторов )()()( ,, kkku ψγ rrr  записываются при помощи 
следующих выражений  
  ;)()()()()( kkki
ikk wmuru rrr +=  ;)()()()()( kkkiikk mr γ+γ=γ rrr   .)()()( kiikk r ψ=ψ rr   ( )2  
Компоненты тензора конечных деформаций в точке ( ))(21 ,, kzαα  опреде-
ляются как полу разности компонентов метрических тензоров до, и после деформации 









)(*)()( −=ε−=ε−=ε kzkkikizkikijkijzkij ggggg   ( )3  
Считая, что в направлении нормали к срединным поверхностям отдельно взятых  
слоев оболочки осевые линии общей и локальных систем координат совмещаются и также 
совмещаются локальные координатные поверхности со срединными поверхностями слоев, 
вариационное уравнение принципа Рейсснера  для многослойной оболочки запишется 













  ( )4  
Нумерация слоев начинается со стороны отрицательных значений координаты z  
от единицы до n . При этом )(kF  - удельная дополнительная работа деформации; 
−εσ αβαβ )()( , kk компоненты тензора напряжений и тензора деформаций. 
Если по сопряженным лицевым поверхностям  слоя выполняются условия 
идеального контакта: 
  ( ) ( ) ,,11, kkkk uu −β−β =  ( ) ( )β −β − = kkkk XX ,11, ,  ( )5  
или  в векторной форме - 
  ( ) ( )( ) ( ) ),2/,(2/, )1()1(1)( −−− α=−α kkikzkkikz huhu rr    
  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ),2,1(2/,2/, )1(11)( ==− −−− ihXhX kkikkkik αα rr   ( )6  
вариацию элементарной работы внешних сил RАδ можно представить в виде  







( ) ( )( +δε+ψδ+γδ∑ ∫∫ +δ= dSMrBrMuX zkkkkiikkkiiknk S kkk ))(333 )()()()()()()(1 )(
rrrrrr  
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  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) )dlLG kkSkkkSk rrrrrr δψ−ψ+δγ−γ+ .  ( )7  
Здесь )(kS – срединная поверхность слоя; ( ) ( )kk ll 21 ,  – части контура ( )kl . Векторы 
внешних усилий ( )kХ
r
, моментов ( )kM
r
 и дополнительных моментов ( )kB
r
, которые 
входят в уравнение ( )7 , определяются равенствами: 
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−+ rrrr ,  ( )8  
где векторы ( ) ( )−+ kk XX
rr
,  включают контравариантные компоненты тензора контактных 
напряжений )3,2,1(, 3 )(
3
)( =σσ −+ ii ki k :  
  ( ) ( ) ( )*33)(*3 )( kkkiikk mХ
rrr +++ σ+ρσ= , ( ) ( ) ( ) )2,1(*33)(*3 )( =σ+ρσ= −−− imХ kkkii kk rr
r
. ( )9  
В выражениях ( )8 , ( )9  индексы «+» и «–» указывают на верхнюю и нижнюю 
лицевые поверхности слоя. Аналогичную запись имеют векторы внешней нагрузки 
−+
)1((n) , qq
rr :  
  ( ) ( ) ( ) ,*33)(*3)( nnniinn mqqq
rrw +++ +ρ=  ( ) ( ) ( ) ( ).2,1*133)1(*13)1(1 =+ρ= −−− imqqq ii rrw    
Вектор )(kP
r
 учитывает влияние собственного веса.  
Элементарная работа ( )7  также включает  векторы усилия ( )SkΦr , момента ( )SkGr , 
дополнительного момента ( )SkL
r
, которые возникают от действия заданных внешних 
контурных сил на ( )kl1 . Векторы усилия ( )kΦ
r
,  момента ( )kG
r
, дополнительного момента 
( )kL
r
, имеют место в точках контура ( )kl2  при наличии заданного вектора перемещений 
точек контура ( )kSur .  
Второе слагаемое уравнения ( )4  следует представить в виде 






















21 / ,  ( )10  
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где   ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) dVdV kk V zkkzkiikzkijijkkV kkR ∫∫∫∫∫∫ δεσ+δεσ+δεσ=δησ=Πδ αβαβ 3333331 2 ,   
  ( ) ( ) ( )( ){( )( ) ( ) ( )( )×ε−σ∂∂+δσε−σ∂∂−=δ−=Πδ ∫∫∫ ∫∫∫ zkiikkijkV V zkijijkkfkkR FFdVWk k 33)()()()(2 2//    
  ( ) ( )( ) ( ) } )2,1,(/ 333333)()(3 =δσε−σ∂∂+δσ× jidVF kzkkkik .   
Подставив геометрические соотношения ( )3  в ( )4 , ( )7 , ( )10  на основе 
вариационного принципа Рейсснера несложно получить для каждого отдельно взятого 
слоя оболочки систему уравнений равновесия, физические соотношения, статические и 
кинематические граничные условия. Применение обобщенного закона Гука, 
нелинейной теории среднего изгиба оболочки [ ]9  значительно упрощает вывод 
уравнений равновесия и граничных условий. Переход к физическим компонентам, 
используемых в данной работе тензоров, вывод уравнений равновесия и граничных 
условий можно найти в работе [ ]10 . 
2. Для оболочки вращения, которая включает в себя n  слоев с соосными 
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Υ∂ rrrrr ,  ( )11  
где 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ,,,,,,,,,,,,,, 212121)(1211)(12)(111)(1211 Tkkkkkkkkkkkkkkk wuuLLМMQTT ψψγγ=Υr    
( ) ( ) ( ) ( ){ },,...,, 1421 kkkk ffff =r  ( ) ( ) ( )kkk DDD 210 ,,  - квадратные матрицы 14-го порядка. 
В качестве основных неизвестных функций принимаются величины, которые 
определяют граничные условия на контуре ( )kl .  
Кинематические и статические условия идеального контакта ( )5  отдельных слоев 
тонкостенных элементов по лицевым сопряженным поверхностям с учетом введенных 
ранее обозначений ( )1 - ( )2 ,  ( )9 запишутся:  
  ( ) ( ) ( )


























hhhhuuu ( ),2,1=i    
  ( ) ( ) ( )







kkk hhwww ;  ( )12  
  ( ) ( ) ,133 −++ σ=σ kiki ( ) ( )+−− σ=σ 133 kiki ( ),2,1=i    
  ( ) ( ) ,13333 −++ σ=σ kk  ( ) ( ) .13333 +−− σ=σ kk   ( )13  
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Выполняя кинематические ( )12  и статические ( )13  условия контакта по лицевым 
сопряженным поверхностям при помощи метода штрафных функций [ ]11 , нетрудно 
составить полную систему разрешающих уравнений ( )11  для решения контактной 
задачи дискретно-континуальной теории многослойных оболочек. 
Решение представленной задачи получено при помощи метода ортогональной 
прогонки С.К. Годунова. Установив однозначную зависимость между краевыми уси-
лиями на торцах m-го оболочечного элемента и краевыми перемещениями этих торцов, 
несложно на основе метода перемещений, составить уравнения равновесия для каждого 
узлового элемента и получить систему линейных алгебраических уравнений 
относительно обобщенных перемещений узлов многослойной оболочечной конструк-
ции.  Когда перемещения узлов конструкции  известно, из решения обратной задачи 
метода перемещений определяется напряженно- деформированное состояние всей 
конструкции в целом. 
3. На основе предложенных расчетных моделей, а также разработанных методов 
расчета такого класса задач, на языке программирования ФОРТРАН создан пакет 
прикладных программ. В качестве объекта исследования  выбран комбинированный 
газовый баллон. Для выбора оптимальной формы и структуры проводится анализ 
напряженного состояния двух вариантов конструкции баллона. 
Вначале была рассмотрена стеклопластиковая оболочка, которая состоит из 
цилиндрической части длиной мl 163,2=  и радиуса мR 188,0= , а также днищ, 
выполненных в виде полусфер. Полезный объем баллона равен  32,0 мV = . Оболочка 
изготавливается методом намотки однонаправленной стеклоленты со следующими 
характеристиками: МПаЕ 41 10486,5 ⋅= , МПаЕ 42 10252,1 ⋅= , МПаЕ 43 10431,1 ⋅= , 
058,012 =ν , 394,013 =ν , 394,023 =ν , МПаG 312 10925,3 ⋅= , МПаG 323 10683,2 ⋅= , 
МПаG 313 10293,4 ⋅= . В целом такой баллон включает двадцать однонаправленных 
слоев, двенадцать из которых наматываются в кольцевом направлении и восемь – 
перекрестно армированных спиральных слоя. Угол намотки спиральных слоев 
составляет °± 24 . Толщина слоя составляет м0005,0=δ . При помощи методики [ ]12  
определялись технические постоянные всего пакета слоев стеклопластика как 
композиционного материала с одной плоскостью упругой симметрии: 
МПа,Е 41 103582 ⋅= , МПаЕ 42 10747,3 ⋅= , МПаЕ 43 1055,1 ⋅= , 092,012 =ν , 367,013 =ν , 
352,023 =ν , МПаG 312 10702,6 ⋅= , МПаG 323 10756,3 ⋅= , МПаG 313 1022,3 ⋅= . 
Напряженное состояние точек внутренней поверхности баллона при 
интенсивности  внутреннего давления МПаq 20= показано на рис.2. На первом этапе 
расчета применялась третья расчетная модель многослойной оболочки. Следует 
отметить, что на границе соединения сферических днищ и цилиндрической оболочки 
имеет место краевой эффект. Наблюдается значительное увеличение касательных 
напряжений поперечного сдвига 13σ  в точках срединой поверхности баллона (рис.3). 
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Введены обозначения нормальных напряжений: вдоль меридиана – 11σ , по окружности 
– 22σ , по нормали – 33σ . Задача решалась в осесимметричной постановке, поэтому в 
качестве осей симметрии приняты ось вращения и ось, перпендикулярная оси вращения 
и проходящая через середину длины баллона. 

























Рис.2. Изменение меридиональных и 
окружных напряжений по длине 
стеклопластиковой оболочки 
Рис.3. Изменение напряжений 
поперечного сдвига и трансверсального 
обжатия по длине стеклопластиковой 
оболочки 
При исследовании несущей способности баллона рассматривалось два этапа 
разрушения армированной оболочки. На первом этапе определялась величина 
давления, когда происходит разрушение связующего. Для этого использовался 
модифицированный полиноминальный критерий прочности, включающий поперечные 
касательные )2,1(3 =σ ii и трансверсальные напряжения 33σ :  
+σ+σ+σ+σ+σ+σ+σ+σ+σ 223232321313132121212233333322222222111111333322221111 444 RRRRRRRRR   
  .1222 332222333311113322111122 =σσ+σσ+σσ+ RRR   ( )14  
Коэффициенты уравнения ( )14 определяются с использованием экспериментально 
установленных предельных характеристик прочности −+ σσ ijij ,  )2,1,( =ji . Индекс  „+” 
означает, что данная компонента – предельное напряжение при растяжении, индексом 
„–” обозначено предельное напряжение при сжатии. Для компонент тензоров 

























12R ,   
  +− σσ= 11111111
1R ,   
  +− σσ= 22222222
1R , +− σσ= 33333333
1R , +− σσ= 13131313
14R , +− σσ= 23232323
14R ,   
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  +− σσ= 12121212
14R ,   






−= RRRRR ,   






−= RRRRR ,   






−= RRRRR .  (15) 
При этом считается, что прочность материала на сдвиг не зависит от знака 
предельных значений касательных напряжений +− σ=σ 1212  и поперечных касательных 
напряжений, т.е. −+ σ=σ 1313 , −+ σ=σ 2323 . 
Для рассматриваемой структуры стеклопластика были приняты следующие 
значения предельных характеристик прочности материала: 
,29011 МПа=σ+ МПа49022 =σ+ , МПаМПа 290,200 2211 =σ=σ −− , МПа5033 =σ+ , 
МПа10033 =σ− , МПа11012 =σ+ , МПа352313 =σ=σ ++ . Разрушение связующего 
происходило в точках срединной поверхности при давлении МПаq 16*1 =  (рис.3). 
Дальнейший расчет несущей способности проводился на основе второй расчетной 
модели оболочки. На втором этапе фиксировалось предельное давление МПаq 23*2 = , 
при котором происходило разрушение стеклопластика в точках внутренней 
поверхности цилиндрической оболочки. При этом вместо ( )15  использовался критерий 
прочности для случая плоского напряженного состояния в точке. 
Расчётная модель комбинированного баллона высокого давления представлена на 
рис. 4. Рассматривается упругое тело, находящееся под действием внутреннего 
давления интенсивностью МПаq 20= . В целом баллон состоит из двух частей: 
внутренняя часть – из стеклопластика, внешняя – металлическая. Внутренняя несущая 
часть баллона абсолютно идентична рассмотренной ранее стеклопластиковой оболочке. 
Металлическая часть выполнена из дюралюминия В–95: ,70000МПаЕ =  
МПаТ 500,3,0 =σ=ν . Задача решается в осесимметричной постановке. Баллон 
рассматривается как оболочка вращения. 
Для исключения контакта стеклопластиковой оболочки с металлической обши-
вкой предусмотрен зазор с минимальным размером мhЗ 002,0= , который заполняется 
изотропным мягким материалом низкой плотности, например, пенновинилпластом со 
следующими техническими параметрами: 33,0,83 =ν= МПаЕ . 
Напряжения в точках внутренней и внешней поверхности комбинированного 
баллона, полученные на основе первой расчетной модели, показаны на рис.5 – 6. 
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Рис. 4. Расчётная схема 
комбинированного баллона высокого 
давления 
Рис.5. Изменение меридиональных и 
окружных напряжений по длине 




пластиковой оболочки, а также, 
вводя мягкий заполнитель между 
внутренней частью и обшивкой, 
удаётся достичь условий равно-
прочной работы материала предла-
гаемой конструкции комбиниро-
ванного баллона. Деформативность 
несущей стеклопластиковой обо-
лочки в продольном направлении 
устраняется достаточно жёсткой 
вдоль оси баллона металлической 
защитной оболочкой. Если абсо-
лютное удлинение стеклопласти-
ковой оболочки  в продольном 
направлении при давлении 
МПаq 20=  составило мl 2109,1 −⋅=Δ , то абсолютное удлинение комбинированного 
баллона равняется мl 2108,0 −⋅=Δ . Снижение максимальных окружных напряжений 
стеклопластиковой оболочки комбинированного баллона по сравнению с первым 
вариантом составило 40%. 
С увеличением интенсивности внутреннего давления до МПа40 , внутренняя 
стеклопластиковая оболочка (модуль упругости стеклопластика в три раза ниже модуля 
упругости дюралюминия) практически передаёт большую часть нагрузки на более 
жёсткую внешнюю металлическую оболочку. Начало разрушения, рассматриваемого 
 













Рис.6. Изменение меридиональных и окружных 
напряжений по длине металлической оболочки 
(наружная поверхность) 
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варианта комбинированного баллона, происходило в зоне краевого эффекта 
металлической обшивки при давлении МПаq 33* = . 
Таким образом, в данной работе на основе геометрически нелинейной дискретно-
структурной теории проведено исследование напряженно-деформированного 
состояния анизотропных элементов конструкций сосудов высокого давления. 
Сопряжение жестких анизотропных слоев на межфазных границах моделируются 
тремя  расчетными моделями, в которых учитываются условия их идеального и 
ослабленного контакта. В процессе анализа установлено, что при сравнении 
стеклопластиковых и комбинированных баллонов, последние имеют ряд преимуществ. 
Они менее деформативны, более надежные в эксплуатации и выигрывают в плане 
теплоизоляционных свойств. 
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